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Das effektive Trigheitsmoment im quantenmechanischen Dreikorperproblem

H.LeTz, H. RUDER und H.VoLz

Institut fiir Theoretische Physik der Universitat Erlangen-Niirnberg, Erlangen

(Z. Naturforsch. 25 a, 317—321 [1970] ; eingegangen am 24. November 1969)

The method of “specific decoupling”, as described in two earlier papers, is applied to special
forms of wave functions of the 3-body-problem. The internal frame of reference, connected with a
collective rotational motion of the system, is determined by solution of the basic differential equa-
tion. An exact expression for the effective moment of inertia is given and evaluated. The results
confirm the validity of former variational calculations.

1. Einleitung

In zwei Arbeiten von RUDER und Vorz?! iber
»Die rotatorische Bewegung eines Systems von n
Massenpunkten® [im folgenden mit (I) bzw. (II)
bezeichnet] wurde das Problem der Entkopplung
von innerer und rotatorischer Bewegung untersucht.
Es zeigte sich, da} dieses Problem durch Einfithrung
eines geeigneten korpergebundenen Koordinaten-
systems tiiber ein Extremalprinzip gelost werden
kann. Zur praktischen Behandlung der Variations-
aufgabe boten sich dabei zwei Maglichkeiten an:

1. Untersuchung der zugehorigen Euler-Lagrange-
schen Differentialgleichung,

2. Approximation durch geeignete Variations-
ansatze.

In den oben zitierten Arbeiten wurde im wesent-
lichen von 2. Gebrauch gemacht, um die effektiven
Tragheitsmomente einfacher Punktkonfigurationen
abzuschatzen.

In dieser Arbeit wird die Euler-Lagrangesche Dif-
ferentialgleichung weiter untersucht und fir spe-
zielle Wellenfunktionen exakt gelost. Die Ergebnisse
werden dann mit denen verschiedener Variations-
ansitze verglichen.

2. Die Hamilton-Form des Dreikorperproblems

Die Hamilton-Form des Dreikérperproblems ist
fiir ein in bestimmter Weise gewihltes korpergebun-
denes Koordinatensystem von RUDER 2 angegeben
worden. Weiterhin wurde in (II) gezeigt, daf} das
in der Hamilton-Form auftretende Kopplungsglied
H), wesentlich von der Orientierung der in der Drei-
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ecksebene liegenden koérpergebundenen Achsen ab-
héngt. Diese Orientierung wird durch den Winkel x
beschrieben, der von der Verbindungslinie der Mas-
sen m; und m, zur korpergebundenen &-Achse ge-
messen wird. Den von y abhidngigen Hamilton-
Operator

H=H;*+H;*+H,

findet man in (II/15).
Wegen der Abhingigkeit des Operators H;* von
7 kann die Forderung

Hy* ©,=0 (1)

aufgestellt und als Bestimmungsgleichung fiir 3 be-
trachtet werden. Dabei ist @, die nur von den inne-
ren Koordinaten abhingige Wellenfunktion fiir den
rotationsfreien Grundzustand. In (II) wurde ge-
zeigt, daf} dies die Euler-Lagrangesche Differential-
gleichung fiir die Extremalforderung

(Hy*) =Minimum (2)

ist. Der aus dieser Gleichung zu bestimmende Win-
kel y liefert das zu der Wellenfunktion @, gehorige
korpergebundene Bezugssystem, in dem die auf @,
bezogene ,,spezifische Entkopplung“ vorliegt.

3. Behandlung der Euler-Lagrangeschen
Differentialgleichung

Wir stellen uns die Aufgabe, Losungen der Euler-
Lagrangeschen Differentialgleichung (1) zu finden.
Um die Gleichung in eine iibersichtliche Form zu
bringen, gehen wir noch einmal aus von der Extre-
malbedingung (2) fiir den Erwartungswert von H,*:

O fyw*Hy*wdr=0.

1 H. Ruper u. H. Vorz, Z. Naturforsch. 23 a, 1419 [1968] ;
24 a,1171 [1969].
2 H. RUDER, Z. Naturforsch. 23 a, 579 [1968].
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Dies ist fiir eine separierte Wellenfunktion der Form

W(Qy r,u,a, ﬂ’ 7) = ¢0(@’ T, u’) 'f(a’ ﬂa 7),
wie aus den Uberlegungen in (II) hervorgeht,
gleichbedeutend mit

of0 + (3
(A L)@ - ) a0

(Die reduzierten Massen u; und u, wurden dabei
durch die Transformation Vu,0—0, Vusr—r
in die Definition der Koordinaten ¢ und r einbe-
zogen.)

Zur formalen Vereinfachung der mathematischen
Ausdricke wird an dieser Stelle im ,,cartesischen
Raum der Koordinaten o, r und u ein Vektorfeld [
eingefiihrt. Wir setzen

A, D,? §/ 92 r’sinu
A=1|4, |= D,? 02r'smu
1 3y ™ 3
A, (*9; . ) (au r2+g?) D2 0% r* sin uJ

(3)

und erhalten so fiir das Extremalprinzip

a/XAoa’ 4 2f4—Au<2u r4;§>}dr__0 (4)

mit d7’'=do-dr-du.
Zur Bestimmung des Extremums wird in tblicher
Weise die gesuchte Funktion y in die Schar
1(o,r,u) +e0(o,r,u)
eingebettet und das Variationsverfahren durchge-
fiuhrt. Die Gl. (4) geht dann iiber in
JUA-gradodd’ =0
Wir schreiben dafiir unter Verwendung des GauB3-
schen Satzes
[ div(2-0) dv" — [ o divA de’
=6¢Aod0— [odivAdd =0,

wobei die Abkiirzungen

36 3o Qo 4, , 34
grado—(ao,ar ) dxvv[—f *7*-{- au“

verwendet wurden. Mit der ublldlen Forderung, dal
die sonst beliebig wahlbare Variationsfunktion ¢ am
Rand des Integrationsgebiets verschwindet, nimmt

die friihere Euler-Lagrangesche Differentialgleichung
(11/16)
1

* l ‘)
e &= {5, 53 g(q’o ~“‘ao)+ el 2ar>

1 ({1, 1\3 . [3y r
v sini(}2'+ 92> ad(¢'°2 sm“(au~ ;'-+o=))}}=°
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die Form

divA =0 (5)
an. Diese partielle Differentialgleichung zweiter Ord-
nung in den Variablen o, r und u laft sich durch
die folgende Koordinatentransformation noch weiter
vereinfachen. Wir wahlen

Q=RCOS}§ r=Rsin};i u=u
0SR<> O0=y=a O0=u=xn

und erhalten so aus (5) in den neuen Koordinaten
- (R5 % @2 sin 1y sin u)

+4R3 { W<¢2 :)sm q)smu)

+ 3 (4502 sinu (gi — sin? ’}i))} =0.

Es erscheint zunéchst recht schwierig, einen Ansatz-
punkt zur Losung dieser Differentialgleichung zu
finden. Wenn wir jedoch die zugehorige Variations-
forderung

(SR (E9)
flaR)‘+ B
1 (3 2 o1 ’
+ — sin? (éﬁ — sin? W) ]} D, dr = Min.
mit -
dr =% R5dRsin® ¢y dy sinudu
betrachten, in welcher die Ableitung 3%/SR nur in

Form eines quadratischen Gliedes auftritt, so wird
der auch physikalisch plausible Ansatz

S1 _

3R =R
nahegelegt. Ein solcher Ansatz bedeutet, dall x nur
von der Gestalt und nicht von der absoluten Grof3e

der Konfiguration abhéngt. Wir rechnen also weiter-
hin nur mit

=2 y).
Nach Einfilhrung des ebenen Vektorfeldes
A, & 23 o
9 — . 0 dy sin l; sinu 24)02.9[*
A, D2 ( — sin? 2-) sinu

im ,,cartesischen“ Raum der Koordinaten z und v’
1aBt sich der nur von u und v abhingige Teil der
Differentialgleichung formal wieder als Divergenz
schreiben:

div=0. (6)

Ausgehend von dieser Gleichung wird im néchsten
Abschnitt ein Losungsverfahren entwickelt.
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4. Ein spezielles Losungsverfahren

Nach einer einfachen Umformung von (6) er-
halten wir

div (D2 A*) = D2 div A* + A* grad D2=0. (7)
Das spezielle Lésungsverfahren, welches wir im fol-
genden verwenden, zerfdllt in zwei Schritte. Zuerst
bestimmen wir eine Lésung von

divA*=0. (8)
Dann wird mit dieser Losung iiber die Beziehung
A* grad Dy2=0 (9)

die zugehorige Klasse der Wellenfunktionen der in-
neren Bewegung ermittelt.

Die Losung von (8) laBt sich zuriickfiihren auf
die Bestimmung einer Funktion K (u, y), da

0
A*=rot® mit K= <0>
K
und vollig beliebiger Funktion K die allgemeinste
Darstellung der Losungsgesamtheit der Differential-
gleichung ist. Aus den Beziehungen

_a_K * al sain2 ape gl
. = Ay = 3y SIn° Wrsinu (10)
ng =A== (aai — sin? 'g) sinu

ergeben sich zunichst die partiellen Ableitungen
97/dy und Jy/Qu. Um aus diesen die Funktion x
berechnen zu konnen, muf} die Integrabilitatsbedin-
gung

92y/3y Qu = 3%/Ju Jy (11)
im ganzen Bereich der Variablen v und y gelten.
Diese Forderung stellt eine Bedingung fiir die zu-
lassigen Funktionen K dar. Die Struktur der Dif-
ferentialgleichung legt den Potenzreihenansatz

K= 3 fi(u) sin*y
A=2

nahe, der vermége (11) auf zwei unendliche Sy-
steme gekoppelter gewohnlicher Differentialgleichun-
gen zur Bestimmung der Entwicklungskoeffizienten
f2(u) {fihrt.

fi —cotuf, -+ 2f, = 0 (A)
fi —cotufi + 12f, = 4f,
fivia—cott fruat 2 v+1) 20+2) fovrs =402 foy

i —cotu fi + 6fy=3}sinu (B)
f§ —cotufy + 20fs= 9f,

fovss—cotu faist (2042) 20+3) foves = (2v+1)2 fop+1

=0, 1, 2, .05
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Jede Gesamtlosung der beiden Teilsysteme ist nach-
trdglich noch daraufhin zu untersuchen, ob fiir die
iiber K bestimmte Funktion y die Bedingung (11)
erfiillt ist.

Wir berechnen jetzt spezielle Lésungen der Diffe-
rentialgleichungssysteme. Wegen der Homogenitat
der ersten Gleichung des Systems (A) besteht die
Moglichkeit

fe=fs=-..=frws2=...=0
zu setzen.

Fir das Teilsystem (B) ist eine Losung durch die
Funktionenfolge

fov+3=azy ., g(sinu)®*?

mit der Rekursion

2v+1 1
@2y . 3= 2u+3 a2y 41 az = 3

gegeben. Damit folgt fiir K:

K= %Z 71_71 (sin u-sin ) %71, (12)
Setzt man diesen Ausdruck in (10) ein, so laBt sich
durch Integration die Funktion % ermitteln. Im vor-
liegenden Fall erhalten wir

1 cot? } p
1= arccot[cot2u+ sin2u (13)
mit den partiellen Ableitungen
3x _ sin2usiny Oy _sin? W
Qy 4(1—sin2ypsin?u) *Qu 2

_ sinfysinucosy
2(1—sin®yp sin®u) °
Man sieht diesen Ausdriicken unmittelbar an, dal
sie fiir u=2/2, p=n/2 (Fall des symmetrischen
Kreisels) singulir werden. Das bedeutet, dal un-
sere Forderung (11) durch die vorliegende Losung
nicht im ganzen Bereich der Variablen erfiillt ist.
Wie schon in (II) gezeigt wurde, liefert das in (13)
ermittelte y fiir das korpergebundene Koordinaten-
system gerade die Haupttragheitsachsen. Die vor-
liegende Betrachtung zeigt also wiederum, daf} diese
kein geeignetes korpergebundenes Bezugssystem
darstellen. Die Unbrauchbarkeit dieser Losung ist
mathematisch durch die Divergenz der Reihe (12)
fir K an der Stelle u =1 =7/2 bedingt. Es gelingt
nicht, die Losungsgesamtheit von (B) durch Mit-
nahme einer homogenen Losung der ersten Zeile
so abzuandern, daB} diese Divergenz verschwindet.
Wir miissen deshalb nichttriviale Lésungen des Teil-
systems (A) hinzunehmen. Diese gewinnen wir
durch Potenzreihenansatz in sinu mit geradzahli-
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gem Exponenten. Zwischen den Koeffizienten er-
geben sich dann gewisse Rekursionsbeziehungen,
welche jedoch die Losung noch nicht eindeutig fest-
legen. Durch geeignete Rekursionsanfinge erhalt
man die Funktionenfolge

1 1

2 2042

20+2
b

f2v+2= = (sinu) (14)
welche eine spezielle Losung von (A) ist. Dann
wird unter Hinzunahme der bereits vorhandenen

Losung fiir (B)
K= 3 2 (~1F 5 sinussing)h. (15)
i=2 .

Man erkennt an diesem Ausdruck die ZweckméBig-
keit der Funktionenfolge (14). Im Gegensatz zur
Reihe (12), welche fiir u =1y =n/2 divergiert, ist
diese alternierende Potenzreihe fir alle u, v kon-

vergent.
Aus (15) erhalten wir
Sx__ cosu 8y e¥
dw ~ 2(1+sinysinu) ’Qu Rl (16)
+ cos Y sin y sin u

2(1+sin vy sin uf
und nach Integration

1o 3 —welulz ~3) (-2 0

Diese Losung ist im ganzen Bereich der Variablen
stetig differenzierbar und geniigt somit der Forde-
rung (11).

Wir miissen jetzt noch die Klasse der zugehorigen
Wellenfunktionen ermitteln. Dies geschieht iiber die
Beziehung (9). Mit der obigen Losung fiir 3 be-
kommen wir hieraus eine partielle Differentialglei-
chung erster Ordnung als Bestimmungsgleichung
fiir D:

: 39, . 39,
—cosu'smw*a; +cosyrsinu =, =0.

Diese Gleichung hat die allgemeine Losung
(18)

Wir stellen also fest, daB fiir alle Wellenfunktionen
dieses Typs innere und rotatorische Bewegung durch
die in (17) ermittelte Funktion j spezifisch ent-
koppelt werden. Wellenfunktionen dieses Typs sind
in (II) schon im Zusammenhang mit einer anderen
Fragestellung diskutiert worden.

Da das in diesem Abschnitt beschriebene Lsungs-
verfahren zwangsldufig zur Bestimmung von y und

der zugehorigen Klasse von Wellenfunktionen ge-
fiilhrt hat, kann man schlieBen, daB} diese Wellen-

Dy=Dy(R, sinu-siny).
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funktionen die einzigen sind, fiir welche das Lo-
sungsverfahren in dieser Form durchgefiihrt werden
kann. Fir irgendwelche Wellenfunktionen anderer
Art kann die zu Beginn vorgenommene Aufspaltung
der Differentialgleichung (7) in die beiden Teile
(8) und (9) im allgemeinen nicht gemacht werden.

5. Das effektive Trigheitsmoment

Wir kehren nun zu unseren allgemeinen Uber-
legungen zuriick. Das effektive Tragheitsmoment be-
ziiglich der Fliachennormalen wird mit Hilfe des ent-

sprechenden Koeffizienten des Trigheitstensors aus
H,* definiert:

1 1
Oett :f{ 240 +B} Dy? dr
mit

(Ox) L (Bx (Lo 1\(Bx_
B= (39) + (ar> +(r2 + 92) (au B ;ET()Z) :
Unter Verwendung des Vektorfeldes (3) liBt sich

dieser Ausdruck in die folgende Form bringen:

1 , 1 d 5
Our = [ grad y dv +f2>'2’(1 - 7875)@0- dr

= (1A 40— [zdiv A &' +] ) (1- T
Da fiir physikalisch sinnvolle Funktionen y am Rand
des Integrationsgebiets x'9 verschwindet, haben
wir im Fall der spezifischen Entkopplung wegen
(5) schlieBlich

'(;Jrlﬁff :/272 (1 n gi) Dy* dv

1 3\ 2 T,
:fchos2iw (1 o au) Dyt dz..
Fir Wellenfunktionen der Form (16) ergibt sich
mit y aus (15)

1 _ [l 2 Jq
AT f 90t
Zur expliziten Ausrechung verwenden wir speziell

@0(k> =NRNu,ka
a

* (sin u-sin y) ¥ exp{ — (k+1) R?}

) D2dr.

cos  sin vy sin u

~ 2cos? $ (1 +sintp sinu)

(k=0,1,2,...) mit den Normierungskonstanten

R VEICTCER LS _1/k+2
Np= J2GEDIT y,  _y/Er2,

Fir k— ~ beschreibt diese Wellenfunktion wegen

0= =8(R-1/1) d(u=7) -8(v-T)

einen starren symmetrischen Kreisel, d. h. im Fall
gleicher Massen die Konfiguration eines gleichsei-
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tigen Dreiecks. Mit abnehmenden Werten von £k
wird das Gebilde immer ,,weicher®, um fiir £— 0
die Dreiecksstruktur schlieBlich vollkommen zu ver-
lieren.

Fir das effektive Triagheitsmoment erhalten wir

in Abhéngigkeit von k den Ausdruck

1 k+1 =
Oett =@ k+2 {1 +2(k+2)3g()

1
'ﬁ};‘g)‘@k;ﬁ)‘fﬂ;k;@’} ’
der sich numerisch leicht auswerten laf3t.

Wir haben damit das effektive Tragheitsmoment
fir ein quantenmechanisches Gebilde der betrachte-
ten Form ermittelt. Der numerische Wert fiir ¢ in
Abhiangigkeit von k ist in Abb. 1 durch Kurve A
dargestellt. Als Einheit ist dabei der Mittelwert

verwendet worden, d.h. der iibliche Ausdruck fiir
das Tragheitsmoment. Man sieht, dal mit zuneh-
mender Starrheit des Gebildes @ sich dem als
Einheit gewéhlten ,,normalen“ Mittelwert nahert.
Die vorliegenden exakten Ergebnisse erlauben
uns auch eine Beurteilung der Leistungsfahigkeit
von Variationsansitzen. Wir verwenden fiir die vor-
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Abb. 1. Das effektive Tragheitsmoment eines Systems aus drei

Massenpunkten fiir zunehmende Starrheit. Kurve A stellt die

exakte Rechnung dar. Die Kurven a und b wurden mit Varia-
tionsansdtzen gewonnen.

liegende Klasse von Wellenfunktionen die schon in
(IT) angegebenen Ansitze

Za=Cou, gy=sin®Y (u—up).

Fiir £=0 bestatigen wir die in (II) angegebenen
Zahlenwerte, fiir k40 ergeben sich die Kurven a
und b in Abb. 1. Man sieht, daB der Winkel gy,
welcher der in (I) eingefithrten Schwerlinie ent-
spricht, die exakten Ergebnisse bereits sehr gut wie-
dergibt.



